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Parte |

NuUmeros, conjuntos humericos y
ecuaciones.



Unidad 1: Numeros reales

Conjuntos numéricos, recta numeérica y distancias.

Numeros enteros y numeros racionales

Problema 1 Ubica los siguientes nUmeros en la recta numérica.

a) —1 c)m+1 e) —m+ 2

9 2 i) mE2
b) 3 d) m+(-=1) fy —m—1 h) 2+1
o 1 m
Problema 2 Ubica los siguientes nUmeros en la recta numérica.
a) —2 c) m+1 e) —m+2 9 2 i) 12
b) 4 d) m+(—1) fy —=m—1 h Z2+1
m o 1
Problema 3 Ubic4 los siguientes nimeros en una misma recta numérica.
a) 3 b) 3 ¢) =3 d 3 &) —3 )3
Problema 4 Ubica los siguientes nUmeros en una misma recta numérica.
a) 3 b) —3 c) 2 d —3 e) —2 ) —3+1

Problema 5 Ubica todos los numeros listados en los dos problemas anteriores en la
misma recta numérica.

Problema 6 Ubic4 los siguientes niumeros (que son resultados de operaciones) en una
recta numérica.
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2 3+3 9 =3-3 © 53 9 5-3
1 1 1 1 3 2 1 3
b) —3+3 d) —(5+3) hz—3 h) —3+3

Problema 7 Para cada par de numeros, marcalos en la misma recta numérica y calcula
la distancia que hay entre ellos.

vl

wir <
<

a) 1y 3. c) —1lya4. e) 3

y 2. 9)
b) 7y13. d) —5y—1. f) =3y

Z, h) —

Problema 8 Para cada uno de los conjuntos dados:

= Arma todas las parejas de nimeros posibles.

= Calcula la distancia entre los nUmeros de cada pareja de manera geométrica y arit-
mética.

Numeros reales e intervalos

Problema 9 Ubica de manera aproximada los siguientes numeros en la recta numérica.

5+ 43
2

ﬁ;\/g;—\/g;—\/g+1;\/7—l;n;e;

Problema 10 Para cada uno de los niumeros del problema anterior escribi los nimeros
racionales de cuatro cifras decimales mas cercanos a ellos: uno mayor y uno menor.

Problema 11 Obtené el valor redondeado y truncado a cinco cifras decimales de los si-
guientes numeros.

T 1+ /5
V2+1 3 > ; sen(60°) ; cos(45°) ; €3

Problema 12 En cada caso, marcé en una recta numérica todos los numeros reales que
cumplen con las siguientes condiciones.

a) Mayores que 2.

b) Menores que —3.

c) Menores o iguales que —3.

)

)

)

d) Mayores o iguales que —%.

e) Menores o iguales que %

f) Menores que 2 y mayores que —3.
)

g) Mayores que 4 y menores que 10.
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h) Menores que 4 o mayores que 10.
)

i) Menores que 4 y mayores que 10.

J
k

m

Mayores que 4 o menores que 10.

Negativos y mayores que %
Mayores que +2 y menores o iguales que 13—0.

)

)

)

) Mayores que +3 y menores que —2
) Mayores que +3 6 menores que —2.
)

)

)

)

=]

fi) Mayores que 5 y mayores que —+v/7.
Mayores que 5 o mayores que —+/7.
Menores que 5 y menores que —+/7.

Menores que 5 o menores que —+/7.

©)

O T

Problema 13 Marca en una recta numérica con distintos colores:

a) todos los numeros que se encuentran a distancia 3 del nimero 2;
b) todos los nUmeros que se encuentran a distancia menor que 3 del nimero 2;
c¢) todos los numeros que se encuentran a distancia mayor que 3 del numero 2.

Problema 14 Marca en una recta numérica todos los valores de x que cumplen con cada

condicion.
a) [x—3|= e) Ix—1]=0 0 ’x—%:% ) ‘x+%’=4
b) x—3|>1 f) [x—1/ <0 _
41> 2
c) Ix—3|<1 g) |Ix—1|>0 ) b+ 4l =
d) x—1] <7 h [x—2]>1 k) ’“%’d

Problema 15 Escribi los conjuntos solucion del problema anterior como intervalos o unién
de intervalos.



Unidad 2: Ecuaciones e inecuaciones

Tipos de ecuaciones, cantidad de soluciones y tipos de soluciones.

Ecuaciones e inecuaciones con una incognita

Problema 1 Encontra el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones.

a) x+1=4 d x+i=-2 9) 2x+4=1—x
b) x+2=-3 e) 3x—2=3 h) 3x—1=3—2x
c) x—3=2 f) sx+1=-1 ) —2x+3=2x—3

Problema 2 Encontra el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones.

a) Ix+3|=5 f) ‘%x+1)+2=0 i ’7—§x‘=2

b) 2—x|=1 1

0) Ix— |=§ 9) 3x—1|=3 3“5"”‘:1
d) [x—4|= k) 4—|3x+ 1| =
&) Ix—2|=—3 h) ‘%x+1)—3=0 ) 2x—1|+7=7

Problema 3 Para cada uno de los siguientes conjuntos arma una ecuacién cuya solu-
cidn sea ese conjunto.

a) S1={3} c) S3={1;5} e) Ss={-3;1} g9 S7=1{-2;2}
b) S, = {—1} d) Sa={-3} f) Se={3} h) Sg=@

Problema 4 Describi los conjuntos del Problema 12 de la pagina 7 de manera simbdlica
utilizando inecuaciones vy, si es posible, utilizando médulos.

Problema 5 Para cada una de las siguientes inecuaciones, escribi su solucién como
intervalos o union de intervalos y decidi si los valores —10, —3, —1, 2 y 6 pertenecen o
no a la solucién.

5

a) x<4 e) —7>X

b) x <9 f) x>—-3Ax<5

C) —3>Xx (Tené en cuenta que el simbolo “A” quiere decir “y”.)
1 10

d) x>-—3 g —3 <x<-1
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hy —7<x<1i px<—Zvx>3
) x<—-1v6<x kKl x<—3AX>5
(Tené en cuenta que el simbolo “v” quiere decir “0”.) |) X<—1A6<X

Problema 6 Describi los siguientes conjuntos de manera simbodlica utilizando inecuacio-
nesy, si es posible, utilizando moédulos.

N A~

el
N o~
o ==
o~

a)
o ! f 3

—4:—-1 )
c) ( ) 9 )
d) (—o0; 1)U (2;7] h) (—1;+00)

Problema 7 Resolvé las siguientes ecuaciones.

a) x—2=0

b) x+2=0

c) ( x—2)(x+2)=
d) (x—3)(x+3)=0

) ~2(x+3)(x—3) =0

fy x(3x+6)=0

9) 2x+1)(x+3)(x—2)=0

h) 0,5(2x—1)(x+0,25)(x+3)(x—0,8)=0

Problema 8 Determina todos los valores de x que hacen verdadera cada una de las

desigualdades.

a)x—2<0 g) Xx(3x+6)<0

b) Xx+2<0 s

0) (x—2)(x+2) <0 h) 4(x=3)(x+3)>0
d (x+1)(x—5)<0 ) (—2x+4)(3x—1) <0
e) (x—3)(x+3)>0 ) (=2x+4)(3x—1)>0
f—2(x+2)(x=2)>0 K) (—2x+ 4)(—3x+1)>0

Ecuaciones con dos incégnitas y sistemas de ecuaciones

Problema 9 Un crucero tiene habitaciones dobles (2 camas) y sencillas (1 cama). En
total tiene 47 habitaciones y 79 camas. ¢ Cuantas habitaciones de cada tipo tiene?

10
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Problema 10 Con dos camiones cuyas capacidades de carga son de 3 y 4 toneladas
respectivamente, se hicieron en total 23 viajes para transportar 80 toneladas de madera.
¢, CGuantos viajes realizé cada camion?

Problema 11 Paula y Pablo hacen paletas de chocolate para vender. La materia prima
necesaria para hacer una paleta grande les cuesta $5 y para una paleta chica $3. Si
disponen de $570 y quieren hacer 150 paletas, ;cuantas paletas de cada tamafo podran

hacer?

Problema 12 Para cada una de las ecuaciones, grafica en un sistema de ejes cartesianos
todos los pares ordenados (X; y) que la verifican.

Problema 13 Para cada uno de los siguientes pares de ecuaciones:

= Encontra todos los valores de x e y que verifican las dos ecuaciones simultdneamen-

te.
3 1
=3 5 2y —s3x=-—7
a) {y 2X 2 f>{y 35
X=3 y—ZX 2
b) y=—4x+4 ) y+x=3
y=—6 2x—y=0
o) y=—3x+1 ) y=3x+2
y=2x—3 y=3x—-1
9 y=3ix-1% \ 2x—3y =4
y=—3x+2 6y =4x—6
y+%x=—3 2x—3y=4
e) 3.1 ) _
y—§+§X 6y—4X—8

Problema 14 En una fabrica tienen maquinas de tipo A y maquinas de tipo B. La semana
pasada se dio mantenimiento a 5 maquinas de tipo A y a 4 de tipo B por un costo de
$3405.La semana anterior se pagd $3135 por dar mantenimiento a 3 maquinas de tipo
Ay 5 de tipo B. ;Cudl es el costo de mantenimiento de las maquinas de cada tipo?

Problema 15 Don José y don Tiburcio fueron a comprar semillas para sembrar. Don José
compro cuatro sacos de maiz y tres sacos de trigo, y don Tiburcio comproé tres sacos de
maiz y dos de trigo. La carga de don José fue de 480 kilogramos y la de don Tiburcio de
340. ;Cuanto pesaban cada saco de maiz y cada saco de trigo?

Problema 16 Resolvé los siguientes sistemas de ecuaciones de manera analitica y gra-
fica. Corrobora los resultados con un programa graficador.

11
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N {y=—2x+3 9 {5x=6—3y 0 {—%x+%—%y=0
1 5
y=—x+1 2y =4 + 3x X+3y=g¢
—x=5 2y +3x=6 7=—3y++
b){yx e){y X h){z 15
X+y=3 4y = 2x —3X+3y=3
—3x=5-2y —y+3x=6 L [—x=-2y+2
C) 3 _ f) _ 1 |) 1
y—EX—l X—2+§y 3y—X—Z

12
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Unidad 3: Funciones lineales

Ecuacion de la recta, modelos lineales y areas entre rectas.

Ecuacion de la recta

Problema 1 En un sistema de ejes cartesianos:

a) grafica los puntos (1;2) y (2; 4);

b) grafica tres puntos mas que estén alineados con los anteriores y escribi sus coorde-
nadas.

¢) Para cada uno de los siguientes puntos, calcula el valor de y para que queden ali-
neados con los puntos anteriores.

(i) (0;y)
(i) (7;y)
(iii) (23;y)
(iv) (79;y)
d) ¢Qué cuenta se debe hacer con el valor de x para obtener el valor de y de manera
que el punto (Xx; y) esté alineado con el resto de los puntos?

e) Escribila ecuacion de la recta a la que pertenecen todos los puntos de este problema.
Problema 2 Realiza lo mismo que en el Problema 1 para los siguientes pares de pun-
tos:
= (1;3)y(2;5)
(2;5)y(4;4)
(2;,-1)y(3;-4)
(-2;1)y(-1;3)
(-3;-1)y(-1;0)
(3;2)y(6;-3)

Problema 3 Dibuja las siguientes rectas e indica si son paralelas, perpendiculares u
oblicuas entre si.

a) y=3x—1
b) y=—2x+3
c)y=3x+1
d y=3x+2

14
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e)y= —%x -5
f)y=3x—3
Problema 4 Para cada uno de los siguientes graficos:

a) Halla la ecuacién de la recta.
b) Da las coordenadas de los puntos A, B, Cy D.

N
Problema 5 Halla, en cada caso, la funcion lineal cuyo grafico contiene a los puntos que
se indican:
a) (2;5)y(4;9) d) (—1;3)y(2;0)
b) (—3;2)y (—1;3) e) (—2;3)y(4;3)
o (3:2)y(%:2) f (1:4)y (1;5)

15
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Problema 6 Halla la ecuacion de una recta que posea las caracteristicas que se indican
en cada uno de los siguientes casos.

a) Su pendiente es 4 y contiene al punto (—1;—2).

b) Su ordenada al origen es 5 y contiene al punto (% 1).
c
d

Contiene a los puntos (2;1) y (5;—1).

)
)
)
) Interseca al eje de las abscisas en x =—2 y contiene al punto (4; —g).
e) Su pendiente es % y contiene al punto (3;—1,5).

)

f) Su pendiente es 0 y contiene al punto (—5; —2).

Modelos lineales

Problema 7 Un auto sale de una ciudad que esta sobre la Ruta Nacional 2, entre Buenos
Aires y Mar del Plata. En la siguiente tabla se informa sobre la distancia a la que se
encuentra de Buenos Aires en distintos momentos de su viaje. Se supone que el auto
viaja siempre a la misma velocidad.

Viajé Estd a
30 minutos | 95 km
60 minutos | 140 km
120 minutos | 230 km

QO

¢ Es cierto que a las tres horas de salir estd a 320 km de Buenos Aires?

O

¢A qué distancia de Buenos Aires estard a las tres horas y media de haber salido?
¢,A qué distancia de Buenos Aires se encuentra la ciudad de donde parti6?

Realiza un grafico que represente la distancia del auto a Buenos Aires a medida que
transcurre el tiempo de viaje. Justificar.

(¢

o
= LSO

e) ¢A qué velocidad viaja el auto?

f) Proponé una formula que permita calcular la distancia del auto a Buenos Aires en
funcién del tiempo transcurrido.

g) Otro auto parte desde otra ciudad que esta en la ruta entre Buenos Aires y Mar del
Plata, ubicada a 10 km de Buenos Aires. Este auto también viaja siempre a la misma
velocidad: 120 km/h. ¢ Se van a cruzar estos dos vehiculos? En caso afirmativo, ¢en
dénde y en qué momento?

h) Si este Gltimo auto hubiese partido a una velocidad de 95 km/h, ¢ se habria cruzado
con el primero? En caso afirmativo, ¢en donde y en qué momento?

i) Realiza, en un mismo sistema de ejes, tres graficos de manera que cada uno repre-
sente la distancia de cada uno de los autos a Buenos Aires en funcion del tiempo.

Problema 8 El siguiente grafico representa la distancia de un auto a Buenos Aires en
funcién del tiempo.

16
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400

350

300

250

200
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100
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1
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0 1 |
-05 |0 115 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8

a) Defini una funcién (arma una férmula que establezca una relacion entre x e y y
expresa un dominio) de manera tal que el grafico anterior represente dicha funcién.

b) Arma una tabla de valores que representen distintos momentos del viaje y marcalos
en el grafico:
(i
(ii
(iii
(iv
(v
(vi

El momento en que parte.

Cuando pasaron 2 horas y media de viaje.

Cuando se encuentra a 300 km de Buenos Aires.

Cuando pasaron 4 horas de viaje.

Cuando se encuentra a 230 km de Buenos Aires.

El momento en que finaliza el viaje. ¢ Llega a Mar del Plata?

— — — — — —

Problema 9 Una pileta de nataciéon que tiene una capacidad de 20000 litros se llena
con una bomba que opera a un ritmo de 600 litros por minuto. La bomba se enciende
cuando la pileta ya tiene 2000 litros de agua.

a) ¢Cuantos litros de agua habra en la pileta a los 3 minutos de encender la bomba?
¢ Y alos 7 minutos?
b) ¢Es cierto que a los 10 minutos habra 6000 litros de agua en la pileta?

c) ¢Cudl es la férmula que permite calcular la cantidad de litros de agua que habra en
la pileta x minutos después de haberse encendido la bomba?

d) ¢Cuanto tiempo tardara en llenarse la pileta?
e) Realiza un gréafico que represente la cantidad de agua que habra en la pileta en
funcién del tiempo.

Problema 10 Otra pileta de natacion que tiene una capacidad de 10000 litros se llena,
también, con una bomba. La siguiente tabla muestra la cantidad de litros de agua que
habia en la pileta, para algunos momentos luego de haberse prendido la bomba.

minutos | litros
2 2000
5 2750

a) ¢A qué ritmo opera la bomba?
b) ¢Cuantos litros de agua tenia la pileta al momento de encender la bomba?

17
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c) ¢Cual es la formula que permite calcular la cantidad de litros de agua que habra en
la pileta x minutos después de haberse encendido la bomba?

d) ¢ Cuanto tiempo tardara en llenarse la pileta?

e) Realizd un grafico que represente la cantidad de agua que habra en la pileta en
funcién del tiempo.

Problema 11 Una sustancia se encuentra a 25°C, pero a partir de un momento deter-
minado su temperatura comienza a descender de manera uniforme a razén de 2°C por
minuto.

a) ¢Queé temperatura alcanzé la sustancia 15 minutos después del comienzo del proce-
so?
b) ¢En cuanto tiempo la sustancia alcanz6 los 0°C?

c) Armd una férmula que represente la variacion de la temperatura T de la sustancia,
medida en grados centigrados, en funcion del tiempo M en minutos, desde el inicio
del proceso.

d) Realiza un grafico, en un sistema de ejes cartesianos, que represente el proceso.

Problema 12 En un experimento se hizo variar la temperatura de una sustancia de ma-
nera uniforme. Durante el proceso se obtuvieron dos mediciones: a los 3 minutos de haber
comenzado la temperatura era de 5°C, mientras que a los 8 minutos de haber comenzado
era de 2°C.

a) ¢La variacién de la temperatura fue ascendente o descendente? ;De cuantos grados
por minuto?

b) ¢Cual era la temperatura de la sustancia al momento de comenzar el experimento?

c) Si el experimento duré 12 minutos, ¢ cual fue la temperatura de la sustancia una vez
finalizado?

d) Arma una férmula que represente la variacion de la temperatura T de la sustancia,
medida en grados centigrados, en funcién del tiempo M en minutos, desde el inicio
del proceso.

e) Realiza un grafico, en un sistema de ejes cartesianos, que represente el proceso.
Problema 13 Se tiene un barril de aceite, del cual se sabe que vacio pesa 30 kg. Si un
litro de aceite de cocina pesa 0,74 kg:

a) ¢Cuanto pesard el barril si contiene 7,5 litros de aceite? ;Y si contiene 22, 3 litros?

b) ¢Cuanto variaria el peso del barril si se agregaran 10 litros de aceite? ;Y si se
agregaran 7,8 litros?

c) Escribi la férmula de una funcién que calcule el peso del barril en funcién de la can-
tidad de litros de aceite que hay en el mismo.

d) Sabiendo que el barril lleno pesa 94,565 kg, calcula su capacidad maxima en litros.
e) Realiz4 el grafico de la funcién.

Problema 14 Se tiene otro barril de aceite del cual se sabe la siguiente informacion:

= Cuando contiene 14 litros de aceite su peso es de 36,48 kg.
= Cuando contiene 17,5 litros de aceite, su peso es de 39,35 kg.
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a) ¢Cuanto pesa cada litro de aceite?
b) ¢Cuanto pesa el barril vacio?

¢) Hallala féormula de una funcién que calcule el peso del barril en funcién de la cantidad
de litros de aceite que hay en el mismo.

d) Sabiendo que el barril lleno pesa 102,49 kg, calcula su capacidad maxima en litros.
e) Realiz4 el grafico de la funcién.

Problema 15 El siguiente grafico representa el proceso de vaciado de un tanque de agua
a partir del momento en que se empez6 a desagotar.

Agua (litros)

(2, 19412)

(5.5, 16458)

Tiempo (h)

a) Marca el punto que representa el momento en que la pileta comenz6 a vaciarse.
¢, Qué cantidad de agua tenia el tanque en ese momento?

b) ¢Cuantos litros por minuto salieron del tanque mientras se vaciaba?

c) Escribi una férmula que calcule la cantidad de agua que habia en el tanque a los x
minutos de haber comenzado a vaciarse.

d) Marca sobre el grafico el punto que representa el momento en que el tanque se vacio
y calcula cuanto tardé en hacerlo.

Problema 16 El siguiente grafico representa la temperatura de una sustancia en funcién
del tiempo mientras se realiza un experimento.

Temperatura (°C)

- - — - — - — - — — — — -

(0, 12.48)

Tiempo (s)

(3.5,-1.8)

a) ¢Es verdad que la temperatura varié de manera uniforme? ; Por qué?
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b) Escribi la férmula de la funcién que esta representada por el gréfico.
c) ¢Cuanto tiempo dur6 el experimento?

Problema 17 Roberto esta por hacer un viaje y esta averiguando para alquilar un auto.
Averigu6 en dos companias:

= La compania A le cobra $800 fijosy $1,10 por kildbmetro recorrido.
= La compania B le cobra $150 fijosy $1,35 por cada kilémetro recorrido.

a) Si estima que va a recorrer 1000 Km, ;qué compania le conviene contratar? Y si
recorriera 5000 Km?

b) Arma una férmula correspondiente a la compania A y otra correspondiente a la com-
pafia B, que represente el costo del alquiler en funcion de los kildmetros recorridos.
¢,A partir de qué kilometraje le conviene cada compafnia?

c) Si finalmente Roberto eligioé la compania A y cuando terminé el viaje el costo del
alquiler fue de $3355, 30, ¢ cuantos kildmetros recorrié?

Problema 18 Dos tanques de agua se vaciaron mediante canillas a un ritmo constante.
El tanque A tenia inicialmente 500 litros y el caudal de liquido que se extrajo fue de 30
litros por cada minuto. Del tanque B se sabe que a los 4 minutos y 30 segundos de haber
empezado a vaciarse tenia 1500 litros, y que a los 6 minutos de haber comenzado a
vaciarse tenia 1300 litros.

a) ¢Cuantos litros tenia el tanque B cuando comenzé a vaciarse?

b) ¢Cual fue el caudal de liquido que se le extrajo al tanque B por cada minuto transcu-
rrido?

c) Si los dos tanques comenzaron a vaciarse en el mismo momento, ;cudl se vacié
primero?

Problema 19 Dos automoviles comienzan a viajar por la misma ruta al mismo tiempo. Del
auto A se sabe que a la hora de haber partido se encontraba en el km 157 y que a las
3 horas de haber partido se encontraba en el km 343. Del auto B se sabe que a las 2
horas y media de haber partido se encontraba en el km 425 y que a las 4 horas de haber
partido se encontraba en el km 329.

Q

¢, Es verdad que viajan en direcciones opuestas?

o O

¢,A qué velocidad viaja cada uno?

o

)
) ¢En qué momento y en qué km se encuentran?
)
)

¢, En qué km esta la ciudad de donde parte cada uno?

Problema 20 Dos automdviles comienzan a viajar por la misma ruta al mismo tiempo. Del
auto A se sabe que a la hora de haber partido se encontraba en el km 297 y que a la
hora y media de haber partido se encontraba en el km 345. Del auto B se sabe que a la
media de haber partido se encontraba en el km 358 y que a las 2 horas de haber partido
se encontraba en el km 466.

a) ¢Es verdad que viajan en direcciones opuestas?

b) ¢En qué momento y en qué km se encuentran?

c) ¢A qué velocidad viaja cada uno?
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d) ¢En qué km esta la ciudad de donde parte cada uno?

Problema 21 Dos automéviles comienzan a viajar por la misma ruta al mismo tiempo. Del
auto A se sabe que a las 3 horas de haber partido se encontraba en el km 100 y que a la
hora de haber partido se encontraba en el km 280. Del auto B se sabe que a las 4 horas
y media de haber partido se encontraba en el km 680 y que a la hora de haber partido se
encontraba en el km 470.

a) ¢Es verdad que viajan en direcciones opuestas?
b) ¢En qué momento y en qué km se encuentran?
c)

d

¢,A qué velocidad viaja cada uno?
¢, En qué km estd la ciudad de donde parte cada uno?

Areas entre rectas

Problema 22 Calcula el area encerrada entre:

= larectay =2x+ 1;
» |larecta x =5;

= elejey;

= ¢l gje x.

Problema 23 Calcula el area encerrada entre:

m larectay =3x—1;
m larectay =—2x+ 4;
m larecta x = 4.

Problema 24 Calculd el area encerrada entre:

m larectay =3x—1;
m larectay =—2x+ 4;
m |larectay =>5.

Problema 25 Calculd el area encerrada entre:

= larectay =—3x+ 4;
m larectay =2x—6;
® la rectay:—%x+9.
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Unidad 4: Funciones cuadraticas

Formas de su formula, caracterisitcas de la parabola y situaciones
modelizadas.

Estas definiciones no son del todo correctas. Las volveremos a definir de manera mas rigu-
rosa en la Unidad 6.

Definicion 1 Raices de la funcion f :
Raices(f) = {x e Rtalquef(x) =0}
Definicion 2 Conjunto de positividad de la funcion f :
Ct(f) = {x eRtalquef(x) > 0}
Definicion 3 Conjunto de positividad de la funcion f :

C*'(f) ={xeRtalquef(x) <0}

Existen tres formas convencionales de expresar la formula de una funcién cuadratica.
» Forma factorizada: f(x) = a(x — x1)(x — x2)

= Forma canonica: f(x) = a(x — xv)? + Yv

= Forma polinémica: f(x) = ax? + bx + ¢

Forma factorizada

Problema 1 Determind las raices, el conjunto de positividad (C*) y el conujunto de ne-
gatividad (C™) de cada funcién. Luego decidi cual de los graficos presentados puede co-
rresponder a la funcién.

Sugerencia: Las férmulas de las funciones f, g y h son iguales a algunas de las expresio-
nes del Problema 7 y del Problema 8 de la pagina 10, por lo que para la resolucion de
este problema pueden ser utilizadas sus resoluciones.

a) f(x)=(x—2)(x+2)

A/ /)
\/ JEA
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ISR
\7{

b) g(x) = (x—3)(x+3)

0
) /_1 ) \1 3 2 —1/
1

Problema 2 En cada caso se presenta una funcion cuadratica con su correspondiente
grafico. Halla las coordenadas de los puntos indicados y determina su conjunto de positi-
vidad y su conjunto de negatividad.

\//Rz
\x/

b) g(x)=2(x—1)(x+ 3)

Va
L/
N

A
\ h(x)=—1(x—1)(x + 3)

fX)=((x—-4)(x+2)

d) k() =3(x+3)(x+2)
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e) [ p(X)=—%(X—2'5)(X—§)

Problema 3 En cada caso, determind el valor de a para que la coordenada y del vértice
de la funcién sea la indicada. Luego realiza un gréafico aproximado de la funcién utilizando
las raices y el vértice, e indicando sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

a) fx)=alx+1)(x—3) y,=-8
b) g(x)=alx+1)(x—-3) yy=-4
c) h(x)=a(x+ 1)(x—3) yv=1
)
)

d) k(xX)=a(x—2)(x+1) yv=-—9
e) ) =a(x—2)(x+1) yv=3

Problema 4 En cada caso, escribi, si es posible, la formula de la funcién que cumple
con las caracteristicas descriptas.

a) Una de sus raices es x = —2 y su vértice es el punto (1;—3).

b) Suintervalo de crecimiento es (—00; —%), una de sus raices es —2 y su valor maximo
es —6,25.

c) Su intervalo de positividad es (—4; —1) y su coordenada y, = 3.
d) Su intervalo de negatividad es (—3; 7) y su coordenada y, = 5.

e) Su intervalo de crecimiento es (% +00), una de sus raices es x = 6 y corta al eje y
en el valor 3.

Forma canonica

Problema 5 Para cada una de las siguientes férmulas (que corresponden a funciones
cuadraticas):

a) halla 5 pares de puntos simétricos;
b) halla las coordenadas del vértice.

» f(x)=3(x—2)?—27
" g(x) = 3(x+3)2-2

« ho) =—1(x—1)"+12
. kO =—2(x+3) -2
n p(x)=—5(x—%)2+5

Problema 6 Realiza un grafico aproximado de todas las funciones del Problema 5 que
incluya el vértice, las raices (si existen) y dos puntos simétricos que no sean las raices.
Luego expresd su conunto de positividad, su conjunto de negatividad, su intervalo de
crecimiento y su intervalo de decrecimiento.
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Forma polindmica

Problema 7 Comproba las siguientes equivalencias:

a) 2(x—1)2—2 =2x>—4x— %
b) (x—1)2—4=x2—2x—3

) —3(x+3)2+ 3 =—3x2—3x
d x—3)(x+2)=x>—x—06
e) 2(x+1)(x—2)=2x%2—-2x—4
)

f) =x2—2x+8=—(x—2)(x + 4)

Problema 8 Resolvé las siguientes ecuaciones:
a) 2x2—4x— 4 =0 c) —3x?—3x=0 e) 0=2x2—2x—4
b) 0 =x2—2x—3 d) x2—x—6=0 f) —=x2—2x+8=0

Problema 9 Realiza un grafico aproximado de las siguientes funciones:

a) f)=x2+x—3 d) f(x)=x2+4x+3
b) f(x)=—2x%+ §x—3 ¢) f(X)=—x"+3x—3
c) f(x) =3x%+21x+ 36 f) f(x) =2x%+32x+ 120

Problema 10 En cada caso, construi la férmula de una funcion cuadratica que cumpla
con lo pedido. Si no es posible, explica por qué.

a) Esté escrita en forma polinémica y tenga a —5 y a —2 como raices.

b) Esté escrita en forma canédnica y tenga a 3 como raiz doble.

c) Esté escrita en forma factorizada y el punto (—2; —3) sea su vértice.

d) Esté escrita en forma candnica y no tenga raices.

e) Esté escrita en forma factorizada y no tenga raices.
f) Esté escrita en forma polinémica y no tenga vértice.

)

g) Esté escrita en forma factorizada, que el coeficiente principal sea -2 y tenga eje de

simetriaen x = 0.
h) Esté escrita en forma polindmica, tenga el vértice en (—1;—1) y las raices sean —2

y 3.
i) Esté escrita en forma candnica, tenga raiz doble en x = 1 y eje de simetria en
X =—2.

j) Esté escrita en forma candnica, tenga una raiz en —2, el vértice en (0; 4) y el coefi-
ciente principal sea —1.

k) Esté escrita en forma polinémica, tenga una raiz en —2, el vértice en (0;4) y el
coeficiente principal sea 1.

Problema 11 Calcula de manera analitica y grafica la interseccién entre los graficos de
las siguientes funciones.
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a) f(xX)=x2—2x+5 y g(x)=3x—-1

b) f)=3x>—2x—2 y  g(x)=-5x—7
c) f(x) =—x%+4x—8 y g(x) = %x+4
)

d) f(x)=—2x—3 y gx)=—-2x%2+1

Situaciones modelizadas

Problema 12 Una bolita de vidrio es lanzada hacia arriba desde 1 m de altura y con una
velocidad de 15 m/s. Si la variable t representa el tiempo (medido en segundos), la altura
(en metros) a la que estara la bolita en cada instante viene dada por la férmula

f(t)=—5t>+15t+1

a) ¢A qué altura del piso estaré la bolita 0,5 s después de ser lanzada?
b) ¢A qué altura estara 2 s después de ser lanzada?

C) ¢Se puede asegurar que la bolita estuvo ascendiendo durante los primeros dos se-
gundos desde que fue lanzada?

d) Observen que, para esta funcion, es f(0) = 1. ; Qué significa esta informacién en el
contexto del problema?

e) Observen que f(3) =1y f(4) = —19 ;,Qué significan estos valores en el contexto
del problema?

f) ¢Cuanto tarda la bolita en llegar al piso?

Problema 13 Una bolita de vidrio es lanzada hacia arriba desde 2 m de altura y se sabe
que a los 4 y a los 9 segundos se encuentra a 146 m de altura. Armen la férmula de la
funcién cuadratica que modeliza la situacién y respondan.

a) ¢A qué altura del piso estard la bolita 1,5 s después de ser lanzada?
b) ¢A qué altura estard 13 s después de ser lanzada?

c) ¢Se puede asegurar que la bolita estuvo ascendiendo durante los primeros 7 segun-
dos desde que fue lanzada?

d) Observen que, para esta funcion, es f(0) = 2. ;Qué significa esta informacién en el
contexto del problema?

e) ¢Cual es la altura maxima a la que llega la bolita?
f) ¢ Cuéanto tarda la bolita en llegar al piso?

Problema 14 En una isla se introdujo una cierta cantidad de abejas para estudiar su
evolucion. La funcién f(x) = —20x2 + 360x + 1000 permite calcular la cantidad de
abejas que hubo en laisla a los x dias de haberlas introducido.

Q

¢, Qué dia la poblacion de abejas fue mayor?

o O

)
) ¢ Cudl es la mayor cantidad de abejas que lleg6 a haber en la isla?
) ¢Cudntas abejas hubo en laisla a los 15 dias?

)

o

¢, Se extingié en algun momento la poblacion de abejas? ; Cuando?
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e) ¢Qué cantidad de abejas se introdujeron en la isla? ;Qué otro dia hubo la misma
cantidad?

f) ¢Qué dia hubo 2440 abejas?

Problema 15 En una isla se introdujo una cierta cantidad de abejas para estudiar su
evolucion. Se sabe que la poblacién tuvo la mayor cantidad de abejas a los 11 dias de
haber comenzado el estudio, que esa cantidad fue de 4410 abejas y que se extingui6 a
los 32 dias. Suponiendo que la evolucion de la poblaciéon se comporta segun un modelo
cuadratico, armen la férmula de la funcién que modeliza la situacién y respondan.

a) ¢Cuantas abejas hubo en laisla a los 10 dias?

b) ¢Qué cantidad de abejas se introdujeron en la isla? ;Qué otro dia hubo la misma
cantidad?

c) ¢Qué dia o qué dias hubo 4250 abejas?
Problema 16 Un proyectil se lanza hacia arriba verticalmente. La férmula
f(x)=—-5(x—3)?+80

calcula la altura del proyectil (medida en metros) en funcion del tiempo (medido en segun-
dos). Utiliza los resultados hallados para responder:

¢,Cudl fue la altura méaxima que alcanzé el proyectil?

¢, En qué momento la alcanz6?

¢, En qué momento cayé al piso?

¢, Desde qué altura fue lanzado?

Problema 17 Un proyectil se lanza hacia arriba verticalmente desde el piso y vuelve a
caer al piso a los 17 segundos. Se sabe que a los 2 segundos de haber sido lanzado
su altura fue de 150 metros. Hallen la férmula de la funcion cuadratica que modeliza la
situacion y respondan.

¢,Cuadl fue la altura méaxima que alcanzo el proyectil?

¢, En qué momento la alcanz6?

¢, En qué otro momento estuvo a 2 m de altura?

¢ En qué momentos estuvo a 236,25 m?

Problema 18 Miguel y Ernesto se asociaron para desarrollar un micro emprendimiento
como técnicos de computadoras. Para decidir qué precio cobraran por hora consultaron a
un amigo economista. Teniendo en cuenta los costos fijos y la relacion entre el precio que

cobrarian por hora y la cantidad de trabajo que tendrian, el amigo les presenta la siguiente
formula:

G(p) =—20p? + 840p— 1600
que permite calcular la ganancia mensual en funcién del precio por hora.

a) Miguel propone cobrar $35 por hora. ¢ Cuanto ganarian en ese caso? ¢Existe otro
precio por hora para el cual obtendrian la misma ganancia? ¢ Cual?

27



UNIVERSIDAD

@ NACIONAL L, , ) i i ,
Introduccion al Calculo (2212) - Licenciatura en Biotecnologia

DE MORENO

b) ¢Es posible obtener una ganancia de $48007 ;y de $82007? ;Por qué?

c) Ernesto propone aumentar la ganancia al maximo posible. A qué precio deberian
cobrar la hora? 4 Cual seria esa ganancia?

d) ¢ Cuales son los precios que podrian cobrar sin dejar de obtener ganancia?
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Unidad 5: Funciones polindmicas

Formas de su formula, caracterisitcas de su grafico y situaciones
modelizadas.

Problema 1

a) Para cada una de las siguientes expresiones determina los valores de x que hacen
que el resultado sea positivo, cero o negativo.

mX—2 = X+ 3 -x—% -x+%

b) Teniendo en cuenta lo determinado en el item anterior, halla el C°, C* y C~ de cada
una de las funciones.

s f(X)=(x—2)(x+ 3)(x—§)
n g(x)=2(x+ 3)(x+ %)(x—%)
s h)=-3(x+3)(x—%)(x-2)
s k) =—(x—2)(x+3)(x+3)
s ()= (x+3)(x—2)%(x+ 1)
c¢) Indica cuales de los graficos pueden corresponderse con cada una de las funciones.

3 2 4 _0/ A\ 3 /3 2 0\-1/3 3 X 2 A 0/{ 2\ 3
-10 -10 R
X 2 o 1 2 3 -\7/ o 1\ 2 3 _5\_-2/1/ 0 1 3
-10 -10
20

Problema 2 Escribi todas las funciones del item anterior de manera desarrollada.
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Problema 3 Calcula las raices de las siguientes funciones polindmica y escribilas de
forma factorizada.

» f(x)=2x3+ 4x?—26x+ 20
» g(x)=—3x3—6x2+15x+ 18
= h(x)=—x3+3x2+ 31x—3

. I<(x)=%x3+2x2—3x—18

19

n (X)) =—2x3 + 22X + 55X — ¢

40

Problema 4 En cada caso, escribi una funcién polinémica que cumpla con las caracte-
risticas descriptas.

a) CO0= {—3; 2; %} y su grafico pasa por el punto (0; 3).

b) Ct =(—o0;—1)U (% 2) y su grafico pasa por el punto (1; 4).

c) C-=(—4,-1)u (% 3) y su grafico pasa por el punto (—3;—22).
d) C®={-3;-%1}yc =(-31).

Problema 5 Escribi en forma factorizada, si es posible, las férmulas de las siguientes
funciones polinébmicas.

s f(xX)=x34+x24+x-3

n g(X)=3x3+4x2—-2x+4

» h(X)=—2x%+11x3—18x%2+ 11x—6
. I<(x)=%x2—2x+5

n (X)) =2x*—x34+5x2—x+3

Problema 6 Halla el C°, C*, C—,I' y el I! de cada una de las siguientes funciones de
manera exacta.

n f(x)=2x34+3x2—36x+27

n g(X)=—x3—3x2+9x+11

» h(x)=x*—6x2—8x—3

k() =3x =23 —x2+ax+ &
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Unidad 6: Funciones sin formula

Dominio e imagen, ecuaciones, graficos posibles e imposibles.

’ En esta unidad se usaran las definiciones de la pagina 47. ‘

Problema 1 La siguiente tabla muestra los datos de la poblacion mundial (en miles de
millones de personas) en los afos indicados:

[ Afo | 1750 ]| 1800 ]| 1850 ]| 1900 || 1950 ]| 1980 ]| 1990 || 2000 || 2010 ||
[ Poblacion || 0,8 || 0,98 | 1,26 || 165 || 25 || 44 | 52 || 6 | 685 |

Considera a la poblacién mundial P como funcion del afio a, de manera que

P:A—-R
conA={1750;1800;1850;1900;1950;1980;1990;2000;2010}.

a) Halla Im(P).

b) Resolvé las ecuaciones P(a) = 2,5y P(a) = 2. ;Como se pueden interpretar las
soluciones obtenidas en el contexto del problema?

c) Resolvé la inecuacion P(a) = 1. ;Como se pueden interpretar las soluciones obte-
nidas en el contexto del problema?

Problema 2 En un laboratorio se realiza un experimento para medir el crecimiento de
dos tipos de bacterias: tipo A y tipo B. Se definen las funciones: f(t) como la cantidad
de bacterias del tipo A que hay luego de t horas de comenzado el experimento y g(t) la
cantidad de bacterias del tipo B que hay luego de t horas de comenzado el experimento.
Si los graficos de las funciones f y g son:

25 y=g(t)
cantidad de bacterias de tipo B

20 ————————————————~- e

15

y = [f(t)
cantidad de bacterias de tipo A4
luego de ¢ horas
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donde: Q =(0;4),R=(0;6),5=(20;16), T =(20;9,6), U=(23,22;20).

a)

b)

¢, De qué tipo de bacterias habia una poblacién mayor al comenzar el experimento?
¢ Y luego de 20 horas?

¢A partir de qué momento la poblacién de bacterias de tipo B es mayor que la pobla-
cion de bacterias de tipo A? En algdn momento ambas poblaciones tienen la misma
cantidad de organismos?

Resolvé:
(i) f(&)=g(t) (i) f(t) < g(t) (i) f(t) > g(t)

¢, Cémo se pueden interpretar los planteos y las soluciones obtenidas en el contexto
del problema?
A partir de la informacién que se tiene halla, si es posible, todos los t que verifican:

(i) f(t)=20 (i) g(t) =20

¢, Como se pueden interpretar las soluciones obtenidas en el contexto del problema?
Si no existen soluciones, realiza alguna suposicién sobre el comportamiento de la
funcidn en cuestién que permita resolver la ecuacion.

Problema 3 Dados los siguientes gréficos:

c)

a)
b)

c)

3
3
2
% [ 1 .
i 1
N i
g
0 i
3 2 1 o 1 3 0 I .
2 1 (] 1 2 i
T R *- - ¢
1 ;
2
2
. h)
b e)
h (0.38, -3)
-4
3 22 3 5
| .
f) A i

Decidi cuales representan el grafico de una funcién y cuales no.

Para los que sean graficos de una funcion, halla su dominio natural y su conjunto
imagen.

Resolvé las siguientes ecuaciones e inecuaciones donde f es la funcién cuyo grafico
es el d):
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(i) f(x)=-2 (i) f(x)=0 (i) f(x) <2

d) Sig es la funcidén cuyo grafico es el b):
= ; Cuantas soluciones tiene la ecuacién g(x) = 0?
= ;Y la ecuacion g(x) =—57?
= ; Es posible hallar una constante k de modo que la ecuacion g(x) = k tenga una
Unica solucién?

Problema 4 Halla C° C* y C— de cada una de las funciones determinadas por los
graficos, teniendo en cuenta que su dominio es R.

|
I

5 I 5
I

4
| 4
|
30/
| 3
I
T
1: 2
|
0l ¢
5 4 3 2 1 o 1 2 3 5 6 9 [

a)

b) d)

a) Determina para cada una de ellas sus intervalos de monotonia (crecimiento o de-
crecimiento) y sus extremos relativos (maximo y minimo relativos) en caso de que
posean. Indica cudles de los extremos hallados son absolutos.
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b) Sea f la funcién cuyo grafico es el a), analiza la validez de los siguientes razonamien-
tos:

= Como f tiene un minimo absoluto en x = —1 y en X = 3 que vale f(—1) =
f(3) =1, entonces f(x) = 1 para todo x € R.

= Como la funcién f tiene un minimo absolutoen x = —1y x = 3 quevale f(—1) =
f(3) =1, entonces f(x) > 0 para todo x € R.

Problema 6 Dado el siguiente grafico de una funcién:

Explica por qué cada una de las siguientes afirmaciones es falsa.

a) f es estrictamente creciente en (—oo; 2).
b) f no posee un maximo absoluto en x = —2.

Problema 7 Dado el siguiente grafico de una funcién, decidi si los puntos B, G y E son
extremos locales.
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a) Decidi si las funciones restringidas a los conjuntos indicados son inyectivas, sobre-
yectivas y biyectivas.

» flpom(r) : Dom(f) = R = g:R-R
" Jlry i R0 = Rxo » fli—a17:[—4,1] = [-2, 3]
" fll—417:[-4, 1] >R " g:R- Ry

b) Elegi, si es posible, conjuntos A, B € R segun corresponda para los cuales se cumpla
que:
= f|a : A — B sea no inyectiva y sobreyectiva.
® flro,17: [0, 1] — B sea biyectiva.
= g|a: A — B no sea inyectiva.
= g|a: A — B sea biyectiva.

En caso de no ser posible explica por qué.

Problema 9 Para cada caso trazd, si es posible, el grafico de una funcién que cumpla
simultdneamente con las condiciones dadas.

m 2 ¢ Dom(f) = Dom(g)=R— {2}
a) » Im(f) = (—o0; 2] o) = La ecuacion g(x) = 1 tiene
, _ dos soluciones.
= f(x) = 2 tiene dos solucio-
nes. » C(9)=R—{2;3}
s Dom(h)=R— {2}
= Dom(f) =Rxo = Los intervalos de crecimiento
| son (—00;—2) y (—3; 1).
= f es estrictamente creciente
en[0; +o0) d) » COCh)={-1;0;4}
b)
» f(0)=1 s Ct(h) =(—o0;—1)u(0;2)uU
L . (2;4)
m La ecuaciéon f(x) = O tiene
alguna solucion positiva. = Im(h)=R

Problema 10 Sif : R — R<3 es una funcion biyectiva:

a) ¢Cuantas soluciones tiene la ecuacioén f(x) = 47?
b) ¢Y la ecuacion f(x) = 27?

La totalidad de los problemas de esta unidad fueron extraidos de la “Practi-
ca 2” de la materia Infroduccion a la Matematica dictada en la Universidad
Nacional de General Sarmiento (UNGS), redactada por la Prof. Maria Paula
Trillini y el Prof. Rodolfo Murua.
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Unidad 7: Funciones exponenciales y
logaritmicas

Variaciones porcentuales, asintotas y funciones inversas

Variaciones porcentuales

Problema 1 El precio de un automévil usado disminuye con el tiempo, de manera que
cada afo cuesta el 15% menos de lo que costaba el afio anterior. Consideren que un auto
determinado cuesta hoy $50000.

a) ¢Cuanto costara dentro de un afio? ;Cuanto costara dentro de dos anos?
b) ¢Cuanto estiman que costara dentro de 100 afios? ¢ Y dentro de 250 afos?

c¢) Escribi una formula que permita calcular el precio del auto en funcién del tiempo.
Determina el dominio y grafica la funcion.

d) Un comprador tiene ahorrados $17000. s Cuanto tiempo deberia esperar, como mini-
mo, para poder comprar ese auto?

e) ¢Cual es el porcentaje que se deprecia el valor del auto cada 10 anos? Escribi una
férmula que permita calcular el precio del auto en funcién del tiempo medido en
décadas.

Problema 2 Siempre que se compra un auto se paga un monto fijo por su transferencia.
Suponiendo que ese monto fijo es de $1200, vuelvan a resolver todos los items del pro-
blema anterior teniendo en cuenta el costo de compra del automovil (que incluye el gasto
de transferencia) en lugar de su valor.

Problema 3 A principio de afo el precio de un litro de gaseosa es de $15. Se estima
que la variacion porcentual de su precio sera del 2% mensual.

a) ¢Cual sera su precio al cabo de un mes? ;Y al cabo de tres meses? ;Y al cabo de
siete?

b) Ricardo y Rubén necesitan saber cual sera el precio de la gaseosa en octubre. Ri-
cardo calculé que sera $18,28 y Ruben $18. ;Qué calculo hizo cada uno? ¢ Cual
de los dos precios es el correcto?

c) ¢Es verdad que la inflacién anual de este producto fue del 24 %? ;Por qué?

d) Arma una férmula que permita calcular el precio de la gaseosa para cada mes del
afo.
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e) Ingresen la formula en GeoGebra y verifiquen que la curva pasa por los puntos:

(nro. de mes ; precio de la gaseosa)
N—————— ~—

X y

Problema 4 Se estima que la inflacidn total entre el inicio del afio 2004 y el final del afio
2015 fue de un 700 %.

a) Si a principios del afo 2004 un producto A costaba $10, ¢cuanto costaba a finales
de 20157

b) Escribi la formula de una funcién que calcule el precio del producto A en funcién del
tiempo medido en anos desde el inicio de 2014, suponiendo que la inflacién fue la
misma todos los anos.

c) ¢Cual fue la inflacién media durante esos doce anos?
Problema 5 Se administraron 70 miligramos de cierto medicamento a un paciente. La

cantidad de miligramos restantes en el torrente sanguineo del paciente disminuye a la
tercera parte cada 5 horas.

a) ¢Cual es la formula de la funcion que representa la cantidad del medicamento res-
tante en el torrente sanguineo del paciente en relacién con el tiempo transcurrido
medido en horas?

b) ¢Cuantos miligramos del medicamento quedan en el torrente sanguineo del paciente
después de 3 horas?

c) ¢Después de cuanto tiempo quedara solo 1 miligramo del medicamento en el torrente
sanguineo del paciente?

Problema 6 Una sustancia radiactiva pierde el 3 % de su masa cada 2 anos. Al mo-
mento de comenzada la observacion la sustancia pesa 7 kg.
a) Halla la funciéon que determina la cantidad de masa en funcién del tiempo (en anos).

b) Calcula cuél es el porcentaje de masa que pierde por afo y cual el que pierde por
década.

c) ¢Después de cuanto tiempo su masa se reduce a la mitad?

Problema 7 Lean el siguiente texto:

Decaimiento radiactivo

Durante toda su vida las plantas y animales incorporan a su organis-
mo, a través del aire que respiran y de los alimentos que ingieren,
distintos elementos presentes en la atmdsfera. Entre ellos esta el
carbono. Toda concentracién de carbono de la atmésfera tiene una
parte estable (carbono 12 0 C12) y una parte radiactiva (carbono
14 0 C14).

¢Qué es un atomo radiactivo?

Un &tomo radiactivo es un d&tomo cuyo nucleo puede transformarse
espontaneamente, dando lugar a otro atomo mas estable. El C14,
por ejemplo, es un isétopo radiactivo del C12.
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Vida media.

Cualquier concentracion de C14 va decayendo (transformandose)
hasta convertirse en nitrégeno. Esta desintegracion lleva un tiem-
po y se produce de manera que el tiempo que le lleva a una con-
centracién de material radiactivo reducirse a la mitad es siempre el
mismo (uno distinto para cada material). Por ejemplo, 32 g de un
material radiactivo tardard un tiempo en desintegrarse, hasta que
solo queden 16 g. Luego tardara el mismo tiempo en desintegrarse
hasta que queden 8 g y el mismo tiempo en desintegrarse hasta
que queden 4 g, etc. Este tiempo se llama vida media del material
radiactivo.

La cantidad de C14 presente en un organismo va decayendo, pe-
ro también es renovada continuamente mientras el organismo vive,
de manera que su proporcién de C14 es constante. Cuando el or-
ganismo muere, ya no renueva su proporcion de C14. Mientras la
cantidad de C12, permanece estable en él, el C14 continla deca-
yendo en funcién del tiempo. Los cientificos han podido comprobar
que la vida media del C14 es 5730 anos, es decir, que la concen-
tracién de C14 se reduce a la mitad cada 5730 afos.

a) Suponé que la concentracién constante de C14 en el carbono presente en un orga-
nismo es cierto numero K. Escribi la férmula que permite calcular la concentracion
de C14 en dicho organismo, en funcién del tiempo (medido en anos), a partir del
momento en que el organismo muere.

b) Representd la constante K con un deslizador y graficé la funcion.

¢) Los investigadores que estudiaron las pinturas rupestres de las cuevas de Altamira
pudieron medir la proporcién de C14 (tal vez en las sustancias organicas de la pintura
0 en otros restos orgénicos hallados en las cuevas) y determinaron que solo quedaba
el 20% de la concentracién inicial K. ;Como pueden utilizar esta informacion para
determinar la antigiiedad de las pinturas?

Comportamiento asintotico

Problema 8 En un experimento se calentd un liquido hasta alcanzar una temperatura
de 95 °C. Inmediatamente después se lo dejé enfriar al aire libre. Al cabo de dos minutos
su temperatura era de 87,5 °C. Supongamos que su temperatura disminuye de forma
exponencial y que tiende a una temperatura ambiente de 20 °C.

a) Escribi una férmula que calcule la temperatura del liquido en cada instante t (medido
en minutos).

b) ¢Cual era la temperatura del liquido luego de transcurridos 6 minutos desde que
comenzo6 a enfriarse?

c) ¢A partir de qué momento su temperatura se va a encontrar por debajo de los 25
°C?

d) ¢Cudl era el porcentaje en que disminuia la temperatura por cada minuto transcurri-
do?
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Problema 9 En un experimento se calentd un liquido hasta alcanzar una temperatura
de 85 °C. Inmediatamente después se lo dejé enfriar al aire libre. Al cabo de dos minutos
su temperatura era de 74,5 °C. Supongamos que su temperatura disminuye de forma
exponencial y que tiende a una temperatura ambiente de 15 °C.

a) Escribi una férmula que calcule la temperatura del liquido en cada instante t (medido
en minutos).

b) ¢Cual era la temperatura del liquido luego de transcurridos 4 minutos desde que
comenzo6 a enfriarse?

c) ¢A partir de qué momento su temperatura se va a encontrar por debajo de los 20
°C?

d) ¢ Cual era el porcentaje en que disminuia la temperatura por cada minuto transcurri-
do?

Problema 10 Se sacé una botella con agua de una heladera que estaba a 5 °C. Luego
de 7 minutos su temperatura era de 8 °C. Suponiendo que su temperatura aumenta de
forma exponencial y que tiende a una temperatura ambiente de 25 °C.

a) Escribi una formula que calcule la temperatura del agua en cada instante t (medido
en minutos).

b) ¢Cual era la temperatura del agua luego de transcurridos 4 minutos desde que se
sacé de la heladera?

c) ¢A partir de qué momento su temperatura se va a encontrar por encima de los 15
OCI?

Para seguir estudiando

Problema 11 Para cada uno de los conjuntos de condiciones dadas, definir una funcién
exponencial que los cumpla.

a) f(0)=2, f(4) = 3,5 ytiene una asintotaen y = —1.

b) f(0)=17, f(5) =23 ytiene una asintotaen y = 29.

c) f(2) =6, f(4) =4 ytiene una asintotaeny = 7.

d) f(1)=16,f(3) = 3—32 y tiene una asintota en y = 10.

Problema 12 A principio de afo el precio de un producto era de $35 y durante los pri-
meros doce meses sufrié un incremento acumulativo del 3 % mensual.

a) Escribi una férmula que calcule el precio del producto para cada tiempo t (medido en
meses) a partir del comienzo del afo.

b) ¢Cual fue el precio del producto cuando transcurrieron seis meses desde el comienzo
del ano?

c) ¢De cuanto fue el porcentaje total anual correspondiente al incremento del precio?

d) Suponiendo que el incremento del precio sigue siendo de un 3 % mensual acumu-
lativo, ¢,cuanto tiempo tiene que transcurrir para que el producto duplique su precio
original?
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Problema 13 El modelo que describe el crecimiento de una poblacion de bacterias es:
C:[0;11)>R, C(t)=6-1,5"+2

donde t es el tiempo medido en horas y C(t) es la cantidad de bacterias (medidas en
miles).

a) ¢Cual es la poblacién inicial de bacterias?

b) ¢Cual es la proporcidon por hora a la que crece la poblacién? ;Y la proporcién diaria?

c) ¢En qué instante la poblacién llega a ser 10 veces la poblacion inicial?

d) Realizar un grafico aproximado de la funcién para tiempos mayores a 11 sabiendo
que luego de ese momento la poblacidn crece cada vez mas lentamente.

Problema 14 El modelo que describe el crecimiento de una cantidad de dinero invertido
en un banco es:
C:[0;12) - R, C(t)=5000-1,1!

donde t es el tiempo medido en meses y C(t) es la cantidad de dinero en pesos.

a) ¢Cual es el monto inicial de la inversion?
b) ¢Cual es el interés mensual que paga el banco? ;Y el interés anual?
c) ¢En qué momento se triplica la inversién inicial?

Funcion inversa

Problema 15 Para todas las situaciones de los problemas anteriores:

» definir las funciones utilizadas para modelizar;

f:A—-Btalquef(x)=...

realizar un gréfico aproximado de cada una de ellas;

redefinir esas funciones para que sean biyectivas;

definir sus funciones inversas indicando dominio, codominio y formula;

realizar un gréfico aproximado de cada una de las funciones inversas;

describir qué permite calcular cada una de esas funciones utilizando un ejemplo.
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Unidad 8: Funciones trigonomeétricas

Angulos, circunferencias, triangulos y comportamientos

periodicos

Angulos y circunferencia unitaria

Problema 1 En el plano cartesiano, considera la circunferencia con centro en el origen
de coordenadas (el punto (0; 0)) y radio de una unidad.

a) ¢Cual es la longitud de la circunferencia?

b) Para cada uno de los siguientes angulos, calcula la medida del arco comprendido por

ellos.
s 90° = 30°
m 45° = 60°
Problema 2

a) Sabiendo que a = 30°, calcula la lon-
gitud de del arco t y las coordenadas
de del punto P de manera exacta.

_-af-_
- 08 <

7
\
0.6 p

/ 0.4

| 02

I _1p°
X o a =30

4 -08 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 ’A

-0.2 1
\ -0.4 /
\ -0.6 ,

N -0.8 s

= 180° s 360°
m 270° s 0°

b) Deduci las coordenadas del punto Q
en base a las de P y calcula la longi-
tud del arco r y el valor del angulo a.

r

0.8

0.6

/ 0.4

| 024 o

| B =30°
4 -08 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 #

-0.2 !
\ -0.4 /
\ 0.6 ,

N -0.8 s

Problema 3 De manera andloga al Problema 2, defini la medida de un angulo expre-
sada en grados y en radianes para que el punto que determine sobre la circunferencia

cumpla con lo pedido.
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a) Su coordenada x sea la misma que la del punto P y su coordenada y sea la opuesta
que la del punto P.

b) Su coordenada x sea la misma que la del punto Q y su coordenada y sea la opuesta
que la del punto Q.

c) Ambas coordenadas sean opuestas a las del punto P.

Problema 4 Teniendo en cuenta el siguiente gréafico y definiendo a t como la longitud
del arco:

-1 -08 -06 -04 -0.2 0O 02 04 06 038 ;L
\
-0.2 i

A -0.4 /
\ -0.6 ,

N -0.8 -

a) Calcula el valor de t, cos(t), sen(t) y tan (t).

b) Halla las medidas de los angulos (expresadas en radianes) para los cuales los puntos
que determinan sobre la circunferencia tienen las mismas coordenadas que el punto

P o sus opuestas.
Es decir, halla los valores de x para los cuales se cumple simultaneamente que:

» |cos(x)| = cos(t) m |sen(x)| =sen(t)

c¢) Calcula tan (x) para todos los x hallados.

Problema 5 Sabiendo que sen (%) = 22,
a) Calcul:
= sen(2n) = sen(3n) = sen(In)
b) Calcula:
- sen(2n) - sen(Zn) - sen(—1in)
= sen(n) = sen(=32n) = sen(—1n)

Describi todos los x € R para los cuales sen(x) = g Es decir, escribi el conjunto
solucion de la ecuacion:
V2

sen(x) = >
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Ecuaciones, graficos y funciones inversas

Problema 6 Resolvé las siguientes ecuaciones:

a) sen(x) = g e) cos(x):—? i) sen(x)=-—1
b) cos(x)=—3 f) tan(x):—? j) cos(x)=1
c) tan(x) =1 g) sen(x)=1 k) cos(x)=0
d) sen(x) =% h) sen(x) =0 ) cos(x)=-—1

Problema 7 Resolvé las ecuaciones del Problema 6 de manera grafica utilizando Geo-
Gebra.

Problema 8 En cada caso, completa la tabla y utilizala para hacer un grafico aproximado
de la funcion. Luego usa GeoGebra para comprobar que el grafico es correcto.

f(x) =cos(x+m) g(x) =sen(2x—m)
X X+ m | cos(x+ m) X 2X | 2x—m | sen(2x—m)

T

0 -2

T _n

6 3

s _n

4 4

I _n

3 6

T

> 0

2 i

3M 3

3 i

zm 7

5 s

6™ 3
T

m 2

Problema 9 Para las funciones f y g del Problema 8 halla su C°, C* y C~; sus extre-
mos, Iy Il

Problema 10 Para cada una de las siguientes funciones halla su C%, C* y C~; sus extre-
mos, IT y I'.

= fO) =sen(3x+ 1) = h(x)=3sen(x—%)

= g(x)=cos (%x— n) m k(x)= %cos (2x + m)

Problema 11 Resolvé las siguientes ecuaciones de manera analitica y de manera grafica.
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a) sen(3x+ 1) =2 c) 3sen(x—%)=3

b) cos(%x—n)=—§ d) %cos(2x+n)=—%
Problema 12 Dadas las funciones,
f:R->R tg f(x)=cos(x)
g:R->R tqg g(x)=sen(x)

redefinir el dominio y el codominio de cada una de ellas para que resulten biyectivas.

Problema 13 Para cada una de las funciones del Problema 8 y del Problema 9 defini
un dominio y un codominio de manera que resulten biyectivas y escribi la férmula de su
funcién inversa.

45



Parte IV

Apéndice



Definiciones

Para la Unidad 6

Dominio y codominio. Grafico.

Definicion 4 Dados dos subconjuntos no vacios A y B de R, una funcion de A en B que
denotaremos f : A — B es una correspondencia que a cada elemento de A le asigna uno y
sdlo un elemento de B. Los conjuntos A y B se llaman dominio y codominio de f y se notan
Dom(f) y Codom(f) respectivamente.

De aqui en adelante supondremos que los conjuntos A y B son no vacios y estan contenidos
enR.

Notemos que una funcion puede estar representada de varias maneras, por ejemplo por una
férmula, por una tabla o por un grafico.

Definicion 5 Dada f : A — B llamaremos grafico de f al subconjunto de R? formado por los
pares ordenados de la forma (x; f (x)) donde x € A, es decir:

Grf)={(f(x)): x €A} CR?

Imagen

Definicion 6 Dada una funcion f : A — B y un elemento x € A, llamaremos la imagen de x al
valor de f en x. Es decir al elemento f(x) € B.

El subconjunto de B formado por todas las imagenes de elementos de A se llama imagen
de f y se notaIm(f).

Im(f) = {f(x) : x € A}
Im(f) = {y € B tal que existe x e A cony = f(x)}
Im(f) € B

Conjunto de ceros, positividad y negatividad.
Definicion 7 Dada una funciénf : A — B.

= [ Jlamamos conjunto de ceros de f al conjunto formado por todos los elementos a € A
que cumplen que f(a) = 0. Lo denotaremos C°(f).

Cof)={aeA:f(a)=0}
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» [lamamos conjunto de positividad de f al conjunto formado por todos los elementos a
en A que cumplen que f(a) > 0. Lo denotaremos C™ (f).

C*(fy={aeA:f(a) >0}

= [ lamamos conjunto de negatividad de f al conjunto formado por todos los elementos a
en A que cumplen que f(a) < 0. Lo denotaremos C~(f).

C(f)={aeA:f(a)<0}

Observacion: Podemos calcular el conjunto de ceros de f observando la intersecciéon de su
grafico con el eje x. Analogamente, podemos hallar el conjunto de positividad de f (respec-
tivamente de negatividad) observando en qué puntos de su gréafico de encuentran por arriba
(respectivamente por debajo) de dicho eje.

Propiedades: Dada una funcién f : A — B.

= Los conjuntos CO(f), C*(f) y C—(f) son disjuntos dos a dos.

Es decir, ningun punto del dominio de f puede pertenecer simultaneamente a dos de esos
conjuntos.

= COf)UCH(HuC () =A

Es decir, todo valor del dominio de f pertenece a uno y s6lo uno de estos conjuntos.

Crecimiento, decrecimiento y extremos

Definicion 8 Sea f : A — B una funcién. Se dice que f es estrictamente creciente en el
intervalo I contenido en A si para todo x1, X2 €I con x1 < X3 vale que f(x1) < f(x2).

Definicion 9 Sea f : A — B una funcién. Se dice que f es estrictamente decreciente en el
intervalo I contenido en A si para todo X1, X2 €I con x1 < X3 vale que f(x1) > f(x2).

Definicion 10 Seaf : A — B una funcién. Se dice que f tiene un maximo relativo (6 local) en
X = X1 i f(X) < f(x1) para todos los X “cercanos” a X1 .

Definicion 11 Seaf : A — B una funcién. Se dice que f tiene un maximo absoluto (6 global)
enXx = X1 Si f(x) < f(x1) para todos los x € A.

Definicion 12 Seaf : A — B una funcién. Se dice que f tiene un minimo relativo (6 local) en
X = X1 Si f(X) = f(x1) para todos los X “cercanos” a X1 .

Definicion 13 Seaf : A — B una funcion. Se dice que f tiene un minimo absoluto (6 global)
enx = Xx1 sif(x) = f(x1) para todos los x € A.

Inyectividad, suryectividad y biyectividad

Definicidon 14 Sea f : A — B una funcion. Se dice que f es inyectiva si para todo x1,x2 € A
distintos (x1 # X2) vale que f(x1) # f(x2).

Definicion 15 Seaf : A — B una funcion. Se dice que f es sobreyectiva o suryectiva si para
todo b € B existe un a € A tal que f(a) = b. Es decir, siIm(f) = B.

Definicion 16 Seaf : A — B una funcidn. Se dice que f es biyectiva si es inyectiva y sobre-
yectiva.
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